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Àííîòàöèÿ

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé êðóãëîé
äâóìåðíîé ìåáðàíû, ðàññìàòðèâàþùåå ðàçëè÷íûå ñëó÷àè íåðàâíîìåðíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïëîòíîñòè. Ïîìèìî ýòîãî áûëî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü âîçìîæíûå ïóòè
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîãðàììû, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è.

Ââåäåíèå

×èñëåííûå ìåòîäû � âàæíûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè, êîòîðûé äà¼ò âîçìîæíîñòü
ðåøèòü ñëîæíûå èëè äàæå íåðåøàåìûå àíàëèòè÷åñêè óðàâíåíèÿ, ïóò¼ì ïîëó÷å-
íèÿ îïðåäåë¼ííûõ ÷èñëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîñòàâëåííîé çàäà÷è. Îäíîé èç òà-
êèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ êðóãëàÿ ìåìáðàíà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé êóðñîâîé ðàáî-
òå. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûì îíà îïèñûâàåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ñëîæíûé àíàëèòè÷åñêèé âèä, ÷òî ÷ðåçâû÷àéíî çàòðóäíÿåò èçó-
÷åíèå äàííîé ìîäåëè. Îäíàêî, c ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ óðàâíåíèÿ
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, ïîëó÷àåòñÿ õîðîøàÿ êàðòèíà âîçìóùåíèé êðóãëîé
ìåìáðàíû, óäîáíàÿ äëÿ èçó÷åíèÿ.

Íî äëÿ äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ïîëó÷åííîé ìîäåëè, íåîáõîäèìî ïîâûñèòü òî÷íîñòü
ðàññ÷¼òîâ, ÷òî äîâîëüíî-òàêè ñèëüíî îòðàæàåòñÿ íà âðåìåíè, íåîáõîäèìîì äëÿ íà-
õîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû âàæíî èñïîëü-
çîâàòü îïòèìèçàöèþ ïðîãðàììíîãî êîäà, íî íå âñåãäà, îãðàíè÷èâøèñü òîëüêî åþ,
ìîæíî óâåëè÷èòü ñêîðîñòü å¼ âûïîëíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíûì ñïîñîáîì óâåëè÷åíèÿ
ñêîðîñòè ðàáîòû ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ äîáàâëåíèå â íå¼ ôóíêöèè ìíîãîïîòî÷íîñòè.

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ âèäà òàê íàçûâàåìîãî "ðàññïàðàëëåëèâàíèÿ" ïðîãðàìì.
Ýòî èñïîëüçîâàíèå openmp äèðåêòèâ è MPI � ïðîãðàììíîãî èíòåðôåéñà äëÿ ïå-
ðåäà÷è èíôîðìàöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îáìåíèâàòüñÿ ñîîáùåíèÿìè ìåæäó ïðî-
öåññàìè, âûïîëíÿþùèìè îäíó çàäà÷ó. Èìåííî èñïîëüçîâàíèþ ïîñëåäíåãî ìåòîäà
"ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ"è áóäåò ïîñâÿùåíà ýòà êóðñîâàÿ ðàáîòà.
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1 Òåîðèÿ

1.1 Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ìåìáðàíîé íàçûâàþò ìàòåðèàëüíóþ ïîâåðõíîñòü, íå èìåþùóþ óïðóãîñòè ôîð-
ìû.Õîðîøèì ïðèìåðîì ìåìáðàíû ÿâëÿåòñÿ ëèñò áóìàãè, íàòÿíóòûé íà æ¼ñòêèé
êàðêàñ. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàòÿæåíèå áûëî ðàâíîìåðíûì, ïåðåä ìàíòàæîì íåîáõîäè-
ìî áóìàãó ñëåãêà óâëàæíèòü. Ïîñëå âûñûõàíèÿ áóìàãè ïîëó÷èòñÿ ðàñòÿíóòàÿ âî
âñå ñòîðîíû ïîâåðõíîñòü, ñâîéñòâà êîòîðîé î÷åíü áëèçêè ê ñâîéñòâàì èäåàëèçèðî-
âàííîé ìåìáðàíû.

Ðèñ. 1: Êðóãëàÿ ìåìáðàíà

Äëÿ âûâîäà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìåìáðàíû ïðåäñòàâèì ñåáå íåìíî-
ãî äåôîðìèðîâàííûé ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè dS (ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ) ñî
ñòîðîíàìè dSx è dSy â ñîñòîÿíèè ñìåùåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Ðèñ. 2.

Íà ðèñóíêå îáîçíà÷èì ñèëû íàòÿæåíèÿ TdSx ≈ Tdx, TdSy ≈ Tdy. Ïðîåê-
öèè ýòèõ ñèë íàòÿæåíèÿ íà îñü Z ñîñòîÿò èç ñóììû ïðîåêöèé ñèë, äåéñòâóþùèõ
â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé XOZ. Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé è íà îñíîâàíèè
òîãî, ÷òî ïðîåêöèþ êàæäîé ñèëû âû÷èñëÿþò òàêæå, êàê ýòî áûëî áû ñäåëàíî äëÿ
ñòðóíû ïîëó÷èì ðåçóëüòèðóþùóþ ñèëó.

Íà Ðèñ. 2 ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ 1�1 è 2�2. Ïðîåêöèè ñèë, äåéñòâóþùèõ â ñå÷åíèè
1�1,

−Tdy sinα1 = dF1, Tdy sinα2 = dF2,

à â ñå÷åíèè 2�2
−Tdx sinα3 = dF3, Tdx sinα4 = dF4.

Â ñóììå ïðîåêöèé ñèë dF1, dF2, dF3, dF4 èç-çà ìàëîñòè óãëîâ ñèíóñû ìîæíî
çàìåíèòü ïðîèçâîäíûìè ñìåùåíèé ïî ñîñòàâëÿþùèì êîîðäèíàòàì.

Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ ñèëà óïðóãîñòè íàòÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ ïàðàëëåëüíî
Z, èìååò çíà÷åíèå:

dF = Tdy

[(
∂z

∂xx+∆x
− ∂z

∂xx

)]
+ Tdx

[(
∂z

∂y y+∆y

− ∂z

∂y y

)]
=

Tdy
∂2z

∂x2
dx+ Tdx

∂2z

∂y2
dy =

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
Tdxdy (1)
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Ðèñ. 2: Ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè ìåìáðàíû

Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà ýòà ñèëà ñîçäà¼ò óñêîðåíèå, ðàâíîå

∂2z

∂t2
=

dF

ρdxdy
=
T

ρ

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
(2)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìåìáðàíû â ïðÿìîóãîëü-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îäíàêî, ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷à ìîæåò áûòü óñëîæíåíà ïó-
ò¼ì äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåìáðàíà íàõîäèòñÿ â íåêîé âÿçêîé ñðåäå. Òîãäà ïîìèìî
ñèëû íàòÿæåíèÿ íà íå¼ áóäåò äåéñòâîâàòü ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, ñïîñîáñòâóþùàÿ
çàòóõàíèþ êîëåáàíèé.

ρ
∂2z

∂t2
= T

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
− ηvz (3)

Ãäå η - êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè. Ïîìèìî ýòîãî áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ðàâíîìåðíîå
ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, à âîîáùå ãîâîðÿ íåêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíî-
ñòè ρ(x, y). Â ðåçóëüòàòå êîíå÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä:

ρ(x, y)
∂2z

∂t2
= T

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)
− ηvz = T∆z − ηvz (4)
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1.2 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.

1.2.1 Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Áûëî ïîëó÷åíî îáùåå óðàâíåíèå êîëåáàíèé ìåìáðàíû, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîé
å¼ ôîðìû. Íî, ïîñêîëüêó äëÿ íàñ íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êðóãëàÿ ìåì-
áðàíà, èìååò ñìûñë ïåðåéòè â óðàâíåíèè (4) ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Çíàÿ
âûðàæåíèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

∆z =
∂2z

∂r2
+

1

r

∂z

∂r
+

1

r2

∂2z

∂ϕ2
,

ïîëó÷àåì:

ρ(r, ϕ)
∂2z

∂t2
= T

(
∂2z

∂r2
+

1

r

∂z

∂r
+

1

r2

∂2z

∂φ2

)
− ηvz(r, ϕ) (5)

Ãëàâíîé èäååé ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè â íåêîòîðûõ ñîñåäíèõ òî÷êàõ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî çàïèñàòü:

U(xl+1, ym) = U(xl + ∆x, ym) = U(xl, ym) + ∆x
∂U

∂x

∣∣∣
xl,ym

+
∆x2

2

∂2U

∂x2

∣∣∣
xl+θ1∆x,ym

ãäå 0 ≤ θ1 ≤ 1, èëè

Uxl+1,ym = Uxl,ym + ∆x
∂U

∂x

∣∣∣
xl,ym

+
∆x2

2

∂2U

∂x2

∣∣∣
xl+θ1∆x,ym

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ìàëûõ ðàçáèåíèÿõ ∆x2 � ∆x, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü
òðåòüèì ÷ëåíîì â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà:

∂U

∂x

∣∣∣
xl,ym

=
Uxl+1,ym − Uxl,ym

∆x
,

ïîëó÷èâ àïïðîêñèìàöèÿ ðàçíîñòüþ âïåð¼ä. Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàïèñàòü àïïðîêñè-
ìàöèþ ðàçíîñòüþ íàçàä:

Uxl−1,ym = Uxl,ym −∆x
∂U

∂x

∣∣∣
xl,ym

+
∆x2

2

∂2U

∂x2

∣∣∣
xl−θ2∆x,ym

,

ãäå 0 ≤ θ1 ≤ 1. Ò. å. :
∂U

∂x

∣∣∣
xl,ym

=
Uxl,ym − Uxl−1,ym

∆x
.
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Ïðè÷¼ì òî÷íîñòü âûøåóïîìÿíóòûõ àïïðîêñèìàöèé ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäêà o(∆x).
Îäíàêî, å¼ ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü, åñëè ñëîæèòü ïåðâûå äâà ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå (xl, ym), òîãäà:

∂U

∂x

∣∣∣
xl,ym

=
Uxl+1,ym − Uxl−1,ym

2∆x
.

Ïîëó÷èâøàÿñÿ àïïðîêñèìàöèÿ èìååò óæå òî÷íîñòü o(∆x2), ÷òî, áåçóñëîâíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå îïòèìàëüíûì âàðèàíòîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ â âû÷èñëåíèÿõ.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà, àíàëîãè÷íûìè ðàñ-
ñóæäåíèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∂2U

∂x2

∣∣∣
xl,ym

=
Uxl+1,ym − 2Uxl,ym + Uxl−1,ym

∆x2
.

Òî÷íîñòü äàííîé àïïðîêñèìàöèè, êàê è ïðåäûäóùåé òîæå èìååò ïîðÿäîê o(∆x2),
ïîýòîìó ïîãðåøíîñòü òàêîãî ðîäà àïïðîêñèìàöèè áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, ïðè ñó-
ùåñòâåííîì óâåëè÷åíèè ðàçáèåíèÿ èññëåäóåìîãî îòðåçêà.

Â äàííîé çàäà÷å âûñîòà ìåìáðàíû z ðàññìàòðèâàåòÿñ êàê ôóíêöèÿ òð¼õ ïåðå-
ìåííûõ: z(t, r, ϕ). Ïðåäñòàâèâ âðåìÿ t, êàê íåêóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó,
ââåä¼ì òðè èíäåêñà, ïðèâÿçàííûõ ê ñîîòâåòñòâóþùèì êîîðäèíàòàì: (t, l, j). Òàêæå
äëÿ óäîáñòâà çàìåíèì z → U (îíà áîëüøå).

Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (5) ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé:

ρ

(
Um+1,l,j − 2Um,l,j + Um−1,l,j

∆t2

)
= T

(
Um,l+1,j − 2Um,l,j + Um,l−1,j

∆r2

)
+

+
T

r

(
Um,l+1,j − Um,l−1,j

2∆r

)
+
T

r2

(
Um,l,j+1 − 2Um,l,j + Um,l,j−1

∆ϕ2

)
− f

(
Um,l+1,j − Um−1,l,j

2∆t

)
(6)

Ñäåëàåì íåêîòîðûå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü ∆t = τ,∆ϕ = ϕ,∆r = h. Òîãäà
ðàäèóñ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê r = lh. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïîëó÷àåì:

Um+1,l,j

(
ρ

τ 2
+

f

2τ

)
+ Um,l,j

(
−2ρ

τ 2
+

2T

h2
+

2T

l2h2ϕ2

)
+ Um−1,l,j

(
ρ

τ 2
− f

2τ

)
+

+Um,l+1,j

(
− T
h2
− T

2lh2

)
+ Um,l−1,j

(
− T
h2

+
T

2lh2

)
+

+Um,l,j+1

(
− T

l2h2ϕ2

)
+ Um,l,j−1

(
− T

l2h2ϕ2

)
(7)

Òàêîé âèä èìååò â êîíå÷íîì ñ÷¼òå ïîëó÷åííàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.
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1.2.2 Ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî çíàòü ãðàíè÷íûå è/èëè
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îïèñûâàåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Â ñëó÷àå äâóìåðíîé êðóãëîé
ìåìáðàíû, ïîñêîëüêó êðàÿ ìåìáðàíû çàêðåïëåíû, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå:

∀ϕ ∈ [0; 2π) : U(r, ϕ)
∣∣∣
r=L

= 0,⇒ Um,L,j = 0.

Ïîìèìî ãðàíè÷íûõ, åù¼ çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
Èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî êðóãëóþ ìåìáðàíó, ðàññìàòðèâàåìóþ â äàííîé êóðñî-

âîé ðàáîòå, îòòÿãèâàþò íà íåêîòîðóþ âûñîòó è ïîòîì îòïóñêàþò, ìîæíî ñäåëàòü
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñêîðîñòè âñåõ òî÷åê ìåìáðàíû
U̇ ðàâíû íóëþ. Ò.å.:

∀ϕ ∈ [0; 2π),∀r ∈ (0;L] :
∂U

∂t

∣∣∣
t=0

= 0.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ âîñïîëüçóåìñÿ àïïðîêñèìàöèåé ÷àñòíîé
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè âïåð¼ä, ïîëó÷èì:

0 =
U1,l,j − U0,l,j

τ
⇒ U1,l,j = U0,l,j.

Ò.å. â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ìåìáðàíà íå ìåíÿåò ñâîåãî ïîëîæåíèÿ.

2 Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

2.1 Ðàçáèåíèå îáëàñòè

Ìû ïîëó÷èëè íàøó ðàçíîñòíóþ ñõåìó, êîòîðóþ âïîñëåäñòâèè ìîæíî çàïðîãðàì-
ìèðîâàòü.

Um+1,l,j = aUm,l,j + bUm−1,l,j + cUm,l+1,j + dUm,l−1,j + eUm,l,j+1 (8)

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì ïðè U èç óðàâíåíèÿ
(7). Òàêèì îáðàçîì ìû íàõîäèì çíà÷åíèå â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè êàê ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ çíà÷åíèé, ëåæèùèõ â óãëîâîé, ðàäèàëüíîé è âðåìåííîé îêðåñò-
íîñòÿõ.

Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè ìåìáðà-
íû íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé. Äëÿ ðàçáèåíèÿ ïî âðåìåíè è óãëó åäèíñòâåííûì
îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Â ñëó÷àå ðàçáèåíèÿ ïî ðàäèóñó âûÿâëÿåòñÿ èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü. Âàæíî
ó÷åñòü òîò ôàêò, ÷òî â íóëå (ò.å. â öåíòðå ìåìáðàíû, r = 0) ìû ïîëó÷èì íåîïðåäå-
ë¼ííîñòü, òàê êàê â óðàâíåííèè (7) ïðèñóòñòâóåò 1

r . ×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, ïðèä¼òñÿ
îòñòóïèòü îò öåíòðà ìåìáðàíû íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå. Äëÿ ðåàëèçàöèè òî÷å÷íî-
ãî îáìåíà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ó ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè áûë ëåâûé è ïðàâûé ñîñåä.
Îäíàêî òîãäà äëÿ òî÷åê, áëèçêèõ ê íóëþ, òî÷êîé-ñîñåäîì ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðàëüíî
ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êà (Ðèñ. 3).

Ðèñ. 3: Äåìîíñòðàöèÿ îáìåíà òî÷êàìè â íóëå

Ò.å., âîîáùå ãîâîðÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ðàçáèåíèå ðàäèóñà, à ðàçáèåíèå äèàìåò-
ðà. Òîãäà ðàññòîÿíèå îò áëèæàéøåé òî÷êè ê íóëþ äî íóëÿ áóäåò ðàâíî 0.5h. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ óñëîâèåì äåëåíèÿ ðàäèóñà íà (L − 1)/2
÷àñòåé. Ôîðìàëüíî èõ áóäåò L, íî òà, ÷òî áëèæå ê íóëþ áóäåò ðàâíÿòüñÿ ïîëîâèíå
îñòàëüíûõ.

Ðèñ. 4: Äåìîíñòðàöèÿ îáìåíà òî÷êàìè íà ãðàíèöàõ

Ïîìèìî ýòîãî âàæíî çàöèêëèâàíèå òî÷å÷íîé ñõåìû, ïóò¼ì ñîñåäñòâà íà÷àëüíîé
è êîíå÷íîé ãðàíèö òî÷å÷íûõ ðàçáèåíèé ïî óãëó (Ðèñ. 4). Â îñòàëüíîì æå, âñ¼ ïðå-
äåëüíî ïîíÿòíî. Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ (8) ó êàæäîé íåãðàíè÷íîé òî÷êè äîëæíî
áûòü 6 ñîñåäåé: 2 ïî óãëó, 2 ïî ðàäèóñó è 2 ïî âðåìåíè.
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2.2 Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì

Äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ MPI. Âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî
îïòèìàëüíûé âûáîð ðàçäåëåíèé � ñàìàÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ. Ââèäó ñëîæíîñòè
ðàçíîñòíîé ñõåìû, åäèñíòâåííàÿ âîçìîæíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äàííûõ ìåæäó ïðî-
öåññàìè � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïî ñåêòîðàì (Ðèñ. 5).

Ðèñ. 5: Ðàçäåëåíèå îáëàñòè îáðàáîòêè ìåæäó óçëàìè

Îäíàêî â òàêîì ñëó÷àå êàæäîìó èç ïðîöåññîâ íåîáõîäèìû äàííûå ïðîöåññîâ-
ñîñåäåé:

1. ñîñåäåé ïî óãëó (íàïðèìåð íà Ðèñ. 5 ïðîöåññû 0 è 2 äëÿ ïðîöåññà 1)

2. äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîñåäåé äëÿ òî÷åê, áëèçêèõ ê íóëþ

3. ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè

Èíòåðåñíûì è çàìå÷àòåëüíûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè òàêîì ðàçáèåíèè
ñåòêè (ò.å. íà (L− 1)/2 ÷àñòåé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíäåêñ i òî÷êè ñäâèãàåòñÿ íà 0.5 îò
öåíòðà, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå èíäåêñà 0.5 (èíäåêñ áëèæàéøåé òî÷êè
ê íóëþ), êîýôôèöèåíò ïðè ÷ëåíå, îòâå÷àþùåì çà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ
òî÷êó � Um,l−1,j � ðàâåí íóëþ:

Um,l−1,j ×
(
− T
h2

+
T

2× (0.5)× h2

)
= Um,l−1,j ×

(
− T
h2

+
T

h2

)
= Um,l−1,j × 0 = 0.

Ýòîò ôàêò ñîâåðøåííî ëåãàëüíî îñâîáîæäàåò îò ãðîìîçäêèõ è ñëîæíûõ àëãî-
ðèòìîâ îáìåíà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè è ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò
âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû.

Â êîíå÷íîì ñ÷¼òå â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàíà ðàáîòà ñ íåðàâíîìåðíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì (â ñëó÷àå, åñëè êîëè÷åñòâî ñåêòîðîâ íå êðàòíî êîëè÷åñòâó ïðîöåññîâ).
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Äëÿ îáìåíà äàííûìè ìåæäó ñîñåäíèìè ñåêòîðàìè ïî óãëó èñïîëüçîâàëèñü ñïåöè-
àëüíûå áóôåðû, êîòîðûå ïåðåñûëàëèñü ìåæäó ïðîöåññàìè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé
MPISendrecv(...). Ïîñëå ïîäñ÷¼òà âñåé ìàññû âû÷èñëåíèé äàííûå ñîáèðàëèñü íà
ìàñòåð-ïðîöåññå (èñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèÿMPIGatherv(...)) è âûâîäèëèñü â ôàéë.

3 Ðåçóëüòàòû ðàáîòû

Ïðèìåð êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû ïðè öåíòðàëüíîì îòòÿãèâàíèè:

1)
2)

3)
4)

à òàêæå ñëó÷àé ïðè îòòÿãèâàíèè íà ðàññòîÿíèè îò öåíòðà:

1) 2)

3) 4)

Íèæå ïðèâåäåíû ãðàôèêè óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû íà ñåð-
âåðå ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è íà ñóïåðêîìïüþòåðå "Ëîìîíîñîâ". Ïîäïèñè òî÷åê
ñîîòâåòñòâóþò âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû íà çàäàííîì êîëè÷åñòâå ïðîöåññîâ â ñå-
êóíäàõ.
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Ðèñ. 6: Ãðàôèê óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íà ñåðåâåðå ôèç. ôàêóëüòåòà

Ðèñ. 7: Ãðàôèê óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû íà ñóïåðêîìïüþòåðå "Ëîìîíîñîâ"

Ðèñ. 8: Ãðàôèê ñðàâíåíèÿ óñêîðåíèé ðàáîòû ïðîãðàììû
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Óñêîðåíèÿ ðàáîòû áûëè ïîëó÷åíû äëÿ 105 ðàçáèåíèé ïî âðåìåíè è 50 ðàçáèåíèé
äëÿ óãëà è ðàäèóñà (ðèñóíîê îòòÿãèâàíèÿ ìåìáðàíû íà ðàññòîÿíèè îò öåíòðà). Ò.å.
â êîíå÷íîì ñ÷¼òå â ïðîãðàììå èñïîëüçîâàëàñü ïñåâäîòð¼õìåðíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì
25× 107, òèïà double.

4 Àíàëèç ïðîäåëàííîé ðàáîòû

Â õîäå ïðîäåëàííîé ðàáîòû

1. Áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå êîëåáàíèé êðóãëîé ìåìáðàíû

2. Ïðåäñòàâëåíà åãî ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèé êîíå÷íûìè ðàç-
íîñòÿì

3. Áûëà íàïèñàíà êàê ïîñëåäîâàòåëüíàÿ, òàê è ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììà, ìîäå-
ëèðóþùàÿ êîëåáàíèÿ êðóãëîé ìåìáðàíû, ó÷èòûâàþùàÿ íåðàâíîìåðíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ïî ðàäèóñó è ïîçâîëÿþùàÿ ìåíÿòü ðàçëè÷íûå ïàðàìåò-
ðû îòòÿãèâàíèÿ è ñìåùåíèÿ ìåìáðàíû.

4. Áûëî ðåàëèçîâàíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðîãðàììû è ïîëó÷åíû äàííûå å¼ óñêî-
ðåíèé íà ñåðâåðå ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà è ñóïåðêîìïüþòåðå "Ëîìîíîñîâ".

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óñêîðåíèé ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïîñëå-
äîâàòåëüíîé ïðîãðàììû áûëî ïðîèçâåäåíî êà÷åñòâåííî è ÷òî îòêëîíåíèÿ îò ëè-
íåéíîãî âîçðàñòàíèÿ óñêîðåíèÿ âûçâàíû íàëè÷èåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷àñòåé êîäà,
íåîáõîäèìûõ â äàííîé çàäà÷å.
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