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1 Введение
Описание многих микроскопических систем возможно только в рамках квантовой меха-
ники. Данный подход находит применение не только в идеализированных физических
задачах: описанием строения атомов и молекул, распределения в них электронной плот-
ности занимается квантовая химия. При этом аналитическое решение соответствующих
задач встречается достаточно редко. Практическое значение этой области науки велико:
основанное на компьютерных вычислениях распознавание активных центров молекул
и объяснение их функций позволяют людям создавать новые лекарства и материалы.

Задача математического описания реальных систем достаточна сложна, поэтому
мы ограничимся её простейшими случаями. Рассмотрим трехмерную прямоугольную
потенциальную яму с бесконечными стенками и поместим в неё пробную частицу массы
m. Пусть задана потенциальная энергия U как функция координат x; y; z. Основываясь
на уравнениях квантовой механики, будем искать состояния частицы в потенциальной
яме.
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2 Теория
Движение нерелятивистской частицы в потенциальном поле в квантовой механике опи-
сывается уравнением Шрёдингера. [1]

i�h
@	

@t
= � �h2

2m
�	 + U(x; y; z)	: (1)

Здесь m – масса частицы, U(x; y; z) – её потенциальная энергия во внешнем поле, 	 –
её волновая функция.

Стационарное уравнениеШрёдингера описывает состояния системы, в которых энер-
гия принимает определённые значения:

�h2

2m
� + [E � U(x; y; z)] = 0: (2)

Решения этого уравнения  n называются собственными функциями системы, а соот-
ветствующие значения параметра En – собственными значениями энергии. Известно,
что при финитном движении частицы (например, в потенциальной яме) собственные
значения En образуют дискретный спектр. Гамильтониан (оператор полной энергии
системы) является эрмитовым [1], поэтому его собственные значения En оказывают-
ся действительными числами, а его матрица является эрмитовой матрицей. Это будет
использовано нами в дальнейшем.

Уравнение (2) – дифференциальное уравнение второго порядка в частных производ-
ных, его точные решения известны лишь для простейших симметричных потенциалов
U(x; y; z). Во многих практически важных случаях (например, решения (2) для атомов
и молекул в квантовой химии) приходится прибегать к численным методам. [5]

Приведём решение уравненияШрёдингера для простейшего случая трехмерной пря-
моугольной ямы с бесконечно высокими стенками:

U(x; y; z) =

(
0; (x; y; z) 2 [0; a]� [0; b]� [0; c]

1; (x; y; z) =2 [0; a]� [0; b]� [0; c]
:

Исходя из симметрии задачи, можем представить волновую функцию в виде произве-
дения функций одной переменной:

 (x; y; z) =  x(x) y(y) z(z):

Тогда уравнение (2) переходит в уравнение вида

 00x + k2
x x = 0; (3)

аналогично для  y и  z. С учетом граничных условий  x(0) = 0,  x(a) = 0, решение (3)
может быть записано как:

 x;n = Cx sin kx;nx; kx;n =
�n

a
:

Искомая волновая функция

 nx;ny ;nz = C sin(kx;nxx) sin(ky;nyy) sin(kz;nzz) (4)

kx;nx =
�nx

a
; ky;ny =

�ny

b
; kz;nz =

�nz

c
: (5)

Собственные значения энергии

Enx;ny ;nz =
�h2

2m
(k2

x;nx
+ k2

y;ny
+ k2

z;nz
): (6)

Будем использовать это решение для проверки корректности работы программы.
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3 Численное моделирование

3.1 Сведение физической задачи к задаче линейной алгебры

Как уже было отмечено, стационарное уравнение Шрёдингера в общем виде не имеет
точного решения. Поэтому в ряде случаев приходится использовать численные методы.
Уравнение

� �h2

2m
� + U = E (7)

является дифференциальным уравнением второго порядка в частных производных, сле-
довательно для его приближенного решения применим метод конечных разностей.

Рассмотрим поставленную задачу на трехмерной сетке (xi; yj; zk) с шагом по каждо-
му измерению d и размерами N �N �N . В узлах сетки определим значения сеточных
функций  i;j;k =  (xi; yj; zk) и Ui;j;k = U(xi; yj; zk). Оператор Лапласа в декартовых
координатах представим в виде

� =
@2 

@x2
+
@2 

@y2
+
@2 

@z2
: (8)

Выразим вторые частные производные с помощью разностной схемы "крест":

@2 

@x2
=
 i+1;j;k +  i�1;j;k � 2 i;j;k

d2
(9)

@2 

@y2
=
 i;j+1;k +  i;j�1;k � 2 i;j;k

d2
(10)

@2 

@z2
=
 i;j;k+1 +  i;j;k�1 � 2 i;j;k

d2
: (11)

Подставляя (9), (10), (11) в (7), получаем:

� �h2

2md2
( i+1;j;k +  i�1;j;k +  i;j+1;k +  i;j�1;k +  i;j;k+1 +  i;j;k�1)+

+ (Ui;j;k + 6
�h2

2md2
) i;j;k = E i;j;k: (12)

Вычисления естественно проводить с безразмерными величинами

ui;j;k =
2md2

�h2 Ui;j;k; " =
2md2

�h2 E:

Таким образом получили систему из N3 линейных уравнений вида:

� ( i+1;j;k +  i�1;j;k +  i;j+1;k +  i;j�1;k +  i;j;k+1 +  i;j;k�1)+

+ (ui;j;k + 6) i;j;k = " i;j;k: (13)

Если C – матрица размера N3�N3 коэффициентов данной системы линейных урав-
нений, v – столбцы значений  на сетке, то имеем

Cv = "v

и исходная задача эквивалентна нахождению собственных значений "n и собственных
векторов vn, соответствующим значениям энергии дискретных уровней и значениям
волновой функции на сетке для определенного набора возможных квантовых состоя-
ний.
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3.2 Ñâîéñòâà ìàòðèöû Ñ

Ïðèâåäåì õàðàêòåðíûé âèä ìàòðèöû C äëÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è ñN = 3 äëÿ äâóìåðíîãî
ñëó÷àÿ (ðàçìåð ìàòðèöû áóäåò 9 � 9, à íå 27� 27, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âìåñòî u + 6
îêàæóòñÿ u + 4). Íóëåâûå ýëåìåíòû íå ïîêàçàíû.

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

u + 4 � 1 � 1
� 1 u + 4 � 1 � 1

� 1 u + 4 � 1 � 1
� 1 � 1 u + 4 � 1 � 1

� 1 � 1 u + 4 � 1 � 1
� 1 � 1 u + 4 � 1 � 1

� 1 � 1 u + 4 � 1
� 1 � 1 u + 4 � 1

� 1 � 1 u + 4

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî C � ñèììåòðè÷íàÿ ðàçðåæåííàÿ ìàòðèöà. Ñèììåòðè÷íîñòü C ïîä-
òâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü âûáîðà ðàçíîñòíîé ñõåìû: ñîãëàñíî òåîðèè[1], ìàòðèöà ÑËÀÓ
äîëæíà îêàçàòüñÿ ýðìèòîâîé. Çàðàíåå îòìåòèì, ÷òî ñèììåòðè÷íîñòü ïîçâîëÿåò ñóùå-
ñòâåííî óïðîñòèòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (çäåñü è äàëåå � ÑÇ)
è âåêòîðîâ. Ðàçðåæåííîñòü ìàòðèöû C, òî åñòü îòíîñèòåëüíî ìàëîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ â íåé, íàðÿäó ñ å¼ áîëüøèìè ðàçìåðàìè ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè õðàíåíèÿ
òàêîé ìàòðèöû â ñïåöèàëüíîì ôîðìàòå.

Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî ôîðìàòîâ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö [2]:

1. compressed sparse column format (CSC) � ìàòðèöà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî ñòîëáöàì,
â ìàññèâàõ õðàíÿòñÿ íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåñòâóþùèå íîìåðà ñòðîê, íîìåðà
ñòðîê ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà â ñòîëáöå;

2. compressed sparse row format (CSR) � òî æå äëÿ ñòðîê;

3. coordinate format � õðàíèòñÿ ìàññèâ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ è èõ êîîðäèíàòû;

4. diagonal format � äëÿ ëåíòî÷íûõ ìàòðèö, ìàññèâû ñîäåðæàò çíà÷åíèÿ íà äèàãîíà-
ëÿõ ñ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè;

5. skyline storage format � êîíòóðíûé ôîðìàò õðàíåíèÿ, ñëîæåí äëÿ ïàðàëëåëüíûõ
âû÷èñëåíèé.

Èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû àëãîðèòìà è äëÿ ñîõðàíåíèÿ âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàòü
îòäåëüíûå ñòîëáöû ìàòðèöû áûë âûáðàí ôîðìàò õðàíåíèÿ CSC.

3.3 Ïðîöåäóðà íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé

Ñïåêòðàëüíûì ðàçëîæåíèåì äåéñòâèòåëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû A = [ aij ] ðàçìåðà
n � n íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäåA = U� UT , ãäåU � äåéñòâèòåëüíàÿ
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, UT U = UUT = I n è � = diag(� 1; :::; � n ) � äåéñòâèòåëüíàÿ
äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà [3]. ×èñëà � i ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè A, à ñòîëáöû
u i ìàòðèöû U � ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè A, Au i = � i u i ; i = 1; :::; n.

×èñëî îïåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ñàìîé ìàòðèöû. Íàïðèìåð, äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû n � n îáùåãî âèäà ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà ñîñòàâèò ïðèìåðíî O(n3), à äëÿ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû � O(n2). Ïî-
ýòîìó ïðèíÿòî ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïðèâîäÿò äàííóþ ìàòðèöó A
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ê òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó T, çàòåì âû÷èñëÿþò ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå T, îáðàò-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àþò òî æå ðàçëîæåíèå äëÿ A. Äëÿ ðàçðåæåííûõ ìàòðèö
íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ëàíöîøà, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü Tj äëÿ îïðå-
äåëåííîãî ÷èñëà j ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

3.3.1 Ñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ Ëàíöîøà

Íèæå ïðèâåä¼í àëãîðèòì äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ïðîöåññà Ëàíöîøà äëÿ ýðìèòîâîé ìàòðè-
öû C ðàçìåðà n � n è íåíóëåâîãî ñòàðòóþùåãî âåêòîðà r 2 Cn [3].

Algorithm 1: Ñèììåòðè÷íûé ïðîöåññ Ëàíöîøà
Âû÷èñëèòü � 1 = jj r jj , ïîëîæèòü v1  r=� 1 è v0  0
for j = 1; 2; ::: do

1) Âû÷èñëèòü v = Cv j è ïîëîæèòü v  v � v j � 1�j .
2) Âû÷èñëèòü � j = v j � v è ïîëîæèòü v  v � v j �j .
3) Âû÷èñëèòü � j +1 = jjvjj .
if � j +1 = 0 then stop;
else vj +1  v=� j +1 ;

end

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âåêòîðû Ëàíöîøà ( v j ) óäîâëåòâîðÿþò ðåêêóðåíòíûì ñîîò-
íîøåíèÿì:

v i +1 � i +1 = Cv i � v i � i � v i � 1� i ; i = 1; :::; j: (14)

Ïîëîæèâ

Vj =
�
v1 v2 : : : v j

�
; eT

j =
�
0 0 : : : 0 1

�
; Tj =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 � 2 0 : : : 0

� 2 � 2 � 3
. . .

...

0 � 3
. . . . . . 0

...
. . . . . . . . . � j

0
... 0 � j � j

1

C
C
C
C
C
C
C
A

;

óðàâíåíèå (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê:

CVj = Vj Tj + � j +1 v j +1 eT
j � Vj Tj : (15)

Òîãäà j ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé � (j )
i ìàòðèöû Tj ìîæíî ïðèáëèæåííî ðàññìàòðèâàòü êàê

ïåðâûå j ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû C. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû
C ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðû Tj ïðèáëèæåííî âûðàæàþòñÿ êàê

x (j )
i = Vj z

(j )
i ; Tj z

(j )
i = z(j )

i � (j )
i : (16)

Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîãî ïðîöåññà Ëàíöîøà ïîëó÷èëè òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðè-
öó ìåíüøåãî ðàçìåðà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé òàêèå æå, êàê ó äàííîé ìàòðèöû.
×èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîæíî íàéòè òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóåò ÷èñ-
ëó èòåðàöèé, òî åñòü âûáèðàåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì.

3.3.2 Ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñîâðåìåííûå ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷-
íûõ ìàòðèö [3]:
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1. QR-àëãîðèòì � èñïîëüçóåò ìíîãî÷èñëåííûå QR-ðàçëîæåíèÿ;

2. Divide and conquer method ("Ðàçäåëÿé è âëàñòâóé") � íàèáîëåå áûñòðûé ìåòîä
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì;

3. Ìåòîä áèñåêöèè è îáðàòíûõ èòåðàöèé � äëÿ íàõîæäåíèÿ k ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
òðåáóåòñÿO(kn) îïåðàöèé;

4. Ìåòîä ßêîáè � íå òðåáóåò òðèäèàãîíàëèçàöèè, äîñòàòî÷íî ìåäëåííûé;

5. Ìåòîä Ëàíöîøà � âû÷èñëåíèå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îïèñàí ðàíåå.

Èç íèõ ýôôåêòèâíîìó ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ïîääàþòñÿ ìåòîä áèñåêöèè è ìåòîä ßêîáè.
Äëÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû áûë âûáðàí ìåòîä áèñåêöèè êàê áîëåå áûñòðûé.

3.3.3 Ìåòîä áèñåêöèè

Ïóñòü Inertia( A) = (�; �; � ) � íàáîð ÷èñåë, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëó ïîëîæèòåëüíûõ, îò-
ðèöàòåëüíûõ è íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà
X - íåâûðîæäåííàÿ. Òîãäà ñîãëàñíî çàêîíó èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, Inertia( A)
= Inertia( X T AX ) [4].

Åñëè åñòü ãàóññîâî ðàçëîæåíèåA � zI = LDL T , ãäåL - íåâûðîæäåííàÿ, D - äèàãî-
íàëüíûå ìàòðèöû, òî Inertia( A � zI ) = Inertia( D). Äëÿ ìàòðèöû D ÷èñëî äèàãîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ áîëüøèõ, ìåíüøèõ èëè ðàâíûõ 0 è åñòü Inertia( D). Òî åñòü, íàïðèìåð,
÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè D ðàâíî ÷èñëó îòðèöàòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A � zI èëè ÷èñëó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A,
ìåíüøèõ z.

Ïóñòü z1 < z 2, íàéäåíû Inertia( A � z1I ), Inertia( A � z2I ), Negcount(A; z) - ÷èñëî ÑÇ
A, ìåíüøèõ z. Òîãäà ÷èñëî ÑÇ â èíòåðâàëå[z1; z2) ðàâíî

Negcount(A; z2) � Negcount(A; z1):

Ðàçáèâàÿ âåùåñòâåííóþ îñü íà îòðåçêè êîíå÷íîé äëèíû, îáðàáàòûâàÿ èõ ïàðàëëåëü-
íî è óìåíüøàÿ äëèíó îòðåçêîâ, ìîæåì îïðåäåëèòü ÑÇ. Àëãîðèòì ìåòîäà áèñåêöèè íà
èíòåðâàëå[a; b) ïðèâåäåí íèæå.

Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû D â òàêîì ðàçëîæåíèè ìîæíî íàéòè ïî ðåêêó-
ðåíòíûì ôîðìóëàì (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A - òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà):

di = ( ai � z) �
b2

i � 1

di � 1
: (17)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå âûáîðà ãëàâíîãî ýëåìåíòà, òàêîé ñïîñîá
ïîäñ÷¼òà îêàçûâàåòñÿ î÷åíü óñòîé÷èâûì.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ A ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì îáðàòíûõ
èòåðàöèé.

3.4 Èñïîëüçîâàíèå òåõíîëîãèé ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ

Â ïðîãðàììå èñïîëüçîâàëàñü òåõíîëîãèÿ OpenMP äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íàèáîëåå ðå-
ñóðñîçàòðàòíîãî ó÷àñòêà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåãî ìåòîä áèñåêöèè è ïîñëåäóþùåå íà-
õîæäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìåòîäîì îáðàòíûõ èòåðàöèé. Ïîñêîëüêó èñïîëüçóåìûé
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Algorithm 2: Ìåòîä áèñåêöèè íàõîæäåíèÿ ÑÇ A íà èíòåðâàëå [a; b) ñ òî÷íîñòüþ
tol [4]

na = Negcount(A; a)
nb = Negcount(A; b)
if na = nb then break;

/* íà [a,b) íåò ÑÇ */
Ïîìåñòèòü [a; na; b; nb] â Ñïèñîê çàäà÷
/* Ñïèñîê çàäà÷ ñîäåðæèò èíòåðâàëû [a; b) ñ ÑÇ ñ íîìåðàìè îò n � na + 1 äî
n � nb, êîòîðûå áóäóò ïîñëåäîâàòåëüíî ðàçáèòû ïîïîëàì, ïîêà íå îêàæóòñÿ
êîðî÷å tol. */
while Ñïèñîê çàäà÷ íå ïóñò do

Óáðàòü[low; nlow ; up; nup ] èç Ñïèñêà
if up � low < tol then

Íà [low; up) nup � nlow ÑÇ
else

mid = ( low + up)=2
nmid = Negcount(A; mid )
if nmid > n low then /* íà [low; mid) åñòü ÑÇ */

Ïîìåñòèòü [low; nlow ; mid; nmid ] â Ñïèñîê
end
if nup > n mid then /* íà [mid; up) åñòü ÑÇ */

Ïîìåñòèòü [mid; nmid ; up; nup ] â Ñïèñîê
end

end
end
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Ðèñ. 1: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò ñåòêè i; j ïðè
N = 100; U(x; y; z) = 0

àëãîðèòì âûïîëíÿåò ïîèñê ÑÇ íà çàäàííîì èíòåðâàëå [a; b), ðàñïðåäåëåíèå çàäà÷ ìåæ-
äó ïðîöåññîðàìè ìîæíî îðãàíèçîâàòü î÷åíü ïðîñòî: èíòåðâàë [l; r ), íà êîòîðîì áóäåò
âåñòèñü ãëîáàëüíûé ïîèñê ÑÇ, ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäèíòåðâàëû [ai ; bi ).
Äèðåêòèâà#pragma omp for ñ îïöèåé schedule(dynamic, chunk) ýôôåêòèâíî ðàñ-
ïðåäåëÿåò ýòè ïîäèíòåðâàëû ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèÿ âåäóòñÿ
íåçàâèñèìî, à ñèíõðîíèçàöèÿ òðåáóåòñÿ òîëüêî â ìîìåíò çàïèñè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷¼òà.

4 Ðåçóëüòàòû

4.1 ßìà ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì

Äëÿ çàäà÷è ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî ðàíåå (4).
Ïîñêîëüêó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (13) íà ñåòêå N � N � N äà¼ò âåêòîð èç
N 3 ÷èñåë, äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ áóäåì ñòðîèòü ãðàôèê âîëíîâîé
ôóíêöèè â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò óçëîâ i; j äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ òðåòüåé
ïåðåìåííîé k. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè En íà ðåáðî ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè áó-
äåò óêëàäûâàòüñÿ áîëüøîå ÷èñëî ïîëóïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè  , ÷òî óñëîæ-
íèò âîñïðèÿòèå ðåçóëüòàòà. Ïîýòîìó áóäåì ñòðîèòü ãðàôèêè âîëíîâîé ôóíêöèè íà÷è-
íàÿ ñ íàèìåíüøèõ çíà÷åíèé En . Âèäíî (ðèñ. 1 è 2), ÷òî ïîëó÷åííûå âîëíîâûå ôóíêöèè
ñîîòâåòñòâóþò òåîðåòè÷åñêèì (ñì. (4)).

9



Ðèñ. 2: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âîëíîâîé ôóíêöèè îò êîîðäèíàò ñåòêè i; j ïðè
N = 100; U(x; y; z) = 0

4.2 Íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à

Ðàññìîòðèì íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó ñ ïîòåíöèàëîì U(x; y; z) = C(x + y + z); C = const.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñðàâíåíèÿ è ïðîâåðêè íåèçâåñòíî, íî ìîæíî îæèäàòü ñèì-
ìåòðèþ ïîëó÷àþùåéñÿ âîëíîâîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòåé x + y + z = const.
Ïðèâåä¼ì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé � (j ) .

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 3, èìååòñÿ ïîñòîÿíñòâî âîëíîâîé ôóíêöèè íà ïðÿìûõ x + y =
const (òðåòüÿ êîîðäèíàòà z � ôèêñèðîâàíà). Èíòåðåñíî ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ ðåøå-
íèÿ: ïðè óâåëè÷åíèè � "âîçìóùåííàÿ"îáëàñòü ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âñ¼ äàëüøå îò íà÷àëà
êîîðäèíàò, âìåñòå ñ íåé ñìåùàåòñÿ è ïèê íàèáîëüøåé àìïëèòóäû.

4.3 Ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð

Èíòåðåñíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîòåíöèàë ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà U(x; y; z) =
C(x2 + y2 + z2). Äëÿ íåãî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò òî÷íîå ðåøåíèå, îïèñûâàåìîå
âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè [5]:

 n (x) =
1

p
2nn!

� m!
� �h

� 1=4
exp

�
�

m!x 2

2�h

�
Hn

� r
m!
�h

x
�

;

ãäåHn (x) � ïîëèíîìû Ýðìèòà,

Hn (x) = ( � 1)nex2 dn

dxn
e� x2

;
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