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Отправная точка

Лагранжиан Эйлера-Гейзенберга (1936):

L = −1

4
ε0f + κε20

(
f2 +

7

4
g2
)
.

Используемые обозначения:

f = FµνF
µν = −2

(
E2 − c2B2

)
, g = FµνF̃

µν = −4 (E, cB) ,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, F̃µν =
1

2
εαβµνFαβ,

κ =
2α2

e~3

45m4
ec

5
≈ 1.66 · 10−30

м · с2

кг
.

В естественной системе единиц + обощение:

L = −1

4
f + αf2 + βg2.
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Уравнения с поправками

Одна пара уравнений Максвелла с поправками:

L = −1

4
f + αf2 + βg2,

δS = −
∫

∂

∂xµ

(
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAνdΩ,

∂µ

(
Fµν − 8αfFµν − 8βgF̃µν

)
= 0.

Другая пара уравнений Максвелла без поправок:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ⇒

∂ξFµν + ∂µFνξ + ∂νFξµ = 0.

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 3 / 18



Уравнения с поправками

Одна пара уравнений Максвелла с поправками:

L = −1

4
f + αf2 + βg2,

δS = −
∫

∂

∂xµ

(
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAνdΩ,

∂µ

(
Fµν − 8αfFµν − 8βgF̃µν

)
= 0.

Другая пара уравнений Максвелла без поправок:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ⇒

∂ξFµν + ∂µFνξ + ∂νFξµ = 0.

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 3 / 18



Уравнения с поправками

Одна пара уравнений Максвелла с поправками:

L = −1

4
f + αf2 + βg2,

δS = −
∫

∂

∂xµ

(
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAνdΩ,

∂µ

(
Fµν − 8αfFµν − 8βgF̃µν

)
= 0.

Другая пара уравнений Максвелла без поправок:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ⇒

∂ξFµν + ∂µFνξ + ∂νFξµ = 0.

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 3 / 18



Уравнения с поправками

Одна пара уравнений Максвелла с поправками:

L = −1

4
f + αf2 + βg2,

δS = −
∫

∂

∂xµ

(
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAνdΩ,

∂µ

(
Fµν − 8αfFµν − 8βgF̃µν

)
= 0.

Другая пара уравнений Максвелла без поправок:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ ⇒

∂ξFµν + ∂µFνξ + ∂νFξµ = 0.

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 3 / 18



Уравнения с поправками

Уравнения Максвелла

rotB =
∂D

∂t
, divD = 0, B = H + M , D = E + P ,

P = 16
[
α
(
E2 −H2

)
E + 2β(E,H)H

]
,

M = 16
[
α
(
E2 −H2

)
H − 2β(E,H)E

]
.

rotE = −∂H
∂t

, divH = 0.

Волновые уравнения(
∂2

∂t2
−∆

)
E =

∂

∂t
rotM + grad divP − ∂2P

∂t2
,(

∂2

∂t2
−∆

)
H =

∂

∂t
rotP − grad divM + ∆M .
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Цель 1. Усиление сигнала

В простейшем случае(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
Esig = A sin(ωx) cos(ωt)

рождается сигнальная мода

Esig =
A

2ω
t · sin(ωx) sin(ωt)

с нарастающей амплитудой, ограниченной диссипациями

Esig ∼ A

2ω
· te−δt, maxEsig ∼ A · Q

ω2
.
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Цель 1. Усиление сигнала
Трёхмерная конфигурация мод накачки,

Ex = 0,

Ey = 0,

Bz = 0,

Ez = +E0 sin
(πx
a

)
sin
(πy
a

)
· sin(ωt),

Bx = +B0 sin
(πx
a

)
cos
(πy
a

)
· cos(ωt),

By = −B0 cos
(πx
a

)
sin
(πy
a

)
· cos(ωt),

E0 =
√

2cB0,

a =
√

2c
π

ω
,

линейно входящих в правые части волновых уравнений,(
1

c2
∂2

∂t2
−∆

)
Esigz = −24ε0κ ·B2

0ω
2 · Ez + ...

способствует их регистрации

Esigz
Ez
∼ c2 · ε0κB2

0ω
2 · Q
ω2
∼ κ
µ0
B2

0Q ∼ 10−15 (� 1 по-прежнему).
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Явная трёхслойная разностная схема

Рис.: Сетка для представления функций.
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Явная трёхслойная разностная схема

Рис.: Шаблон второй частной производной по времени.
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Явная трёхслойная разностная схема

Рис.: Шаблон второй частной производной по координате x.
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Явная трёхслойная разностная схема

A(t̂) +A(ť)− 2A(t)

τ2
=

1

τ2

(
A(t) +

∂A

∂t
(t) · τ +

∂2A

∂t2
(t) · τ

2

2
+

+
∂3A

∂t3
(t) · τ

3

3
+A(t)− ∂A

∂t
(t) · τ +

∂2A

∂t2
(t) · τ

2

2
−

−∂
3A

∂t3
(t) · τ

3

3
− 2A(t) +O(τ4)

)
=
∂2A

∂t2
(t) +O(τ2) =: ∆2

ττA,

A(x̂) +A(x̌)− 2A(x)

h2x
=
∂2A

∂x2
(t) +O(h2x) =: ∆2

xxA,

A(ŷ) +A(y̌)− 2A(y)

h2y
=
∂2A

∂y2
(t) +O(h2y) =: ∆2

yyA.

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 7 / 18



Явная трёхслойная разностная схема

Рис.: Шаблон второй смешанной частной производной ∂2

∂t∂y .
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Явная трёхслойная разностная схема

Рис.: Шаблон второй смешанной частной производной ∂2

∂x∂y .

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 7 / 18



Явная трёхслойная разностная схема

(
∆2
ττ + 2δ∆τ −∆2

xx −∆2
yy

)
A = f(x, y, t),

A(t̂)(1 + δ) = 2

[
1−

(
τ

hx

)2

−
(
τ

hy

)2
]
·A(t)−A(ť)(1− δ)+

+

(
τ

hx

)2

· [A(x̂) +A(x̌)] +

(
τ

hy

)2

· [A(ŷ) +A(y̌)] + τ2f(x, y, t)

t̂ := t+ τ, x̂ := x+ hx, ŷ := y + hy,

ť := t− τ, x̌ := x− hx, y̌ := y − hy.
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Результаты моделирования

Рис.: Электрическое поле в срезе резонатора (модель без учёта поправок).
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Результаты моделирования

Рис.: Электрическое поле в срезе резонатора (модель с учётом поправок).
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Результаты моделирования

Рис.: Контроль сходимости.
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Производительность
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Цель 2. Высшие частоты

Рассмотрим моды раздельно друг от друга:(
∂2

∂t2
−∆

)
Esig = rhs(Etotal) = rhs(Epump + Esig) ' rhs(Epump).

Неудачные попытки.
Найти моду на утроенной частоте (поправки ∼ E3, H3):

�Esig = A · sin(3ωx) cos(3ωt)?

Найти моды 2ω1 ± ω2 или 2ω2 ± ω1 (при суперпозиции мод
накачки разных частот ω1 и ω2):

�Esig = A·
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накачки разных частот ω1 и ω2):

�Esig = A · sin
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]
?
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Цель 2. Высшие частоты
Рассмотрим моды раздельно друг от друга:(

∂2

∂t2
−∆

)
Esig = rhs(Etotal) = rhs(Epump + Esig) ' rhs(Epump).

Неудачные попытки.
Найти моду на утроенной частоте (поправки ∼ E3, H3):

�Esig = A ·
[
sin(ωx) cos(3ωt) + sin(3ωx) cos(ωt)

]
.

Найти моды 2ω1 ± ω2 или 2ω2 ± ω1 (при суперпозиции мод
накачки разных частот ω1 и ω2):

�Esig = A · sin
[
(2ω1 + ω2)x+ (2ω1 − ω2)t

]
.

Требуется более универсальный подход.
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Цель 2. Высшие частоты
Начально-краевая задача(

1

c2
∂2

∂t2
−∆M

)
u(M, t) = f(M, t) ∀M = (x, y, z) ∈ T, t > 0,

∀M ∈ S, t > 0

{
u(M, t) = 0 для электрического поля,
∂
∂nu(M, t) = 0 для магнитного поля,

u(M, 0) = 0 ∀M ∈ T,
∂u

∂t
(M, 0) = 0 ∀M ∈ T.

решается методом функции Грина:

u(M, t) =

t∫
0

∫
T

G(M,Q, t− τ)f(Q, τ) dV dτ,
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Цель 2. Высшие частоты

Представление функции Грина

G(M,Q, t− τ) =

∞∑
n,m,k=0

[
sin
√
λnmkc(t− τ)√
λnmkc

· vnmk(Q) · vnmk(M)

]

включает собственные функции vnmk и собственные значения λnmk,
определяемые при решении задачи Штурма-Лиувилля в области T :

∆v(M) + λ · v(M) = 0 ∀M ∈ T,

∀M ∈ S

{
v(M) = 0, (для электрического поля)
∂
∂nv(M) = 0. (для магнитного поля)
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определяемые при решении задачи Штурма-Лиувилля в области T :

∆v(M) + λ · v(M) = 0 ∀M ∈ T,

∀M ∈ S

{
v(M) = 0, (для электрического поля)
∂
∂nv(M) = 0. (для магнитного поля)

Копчинский И.Д. (МГУ) Защита курсовой работы 28 мая 2020 12 / 18



Цель 2. Высшие частоты

Явный вид электрической компоненты Esig в параллелепипеде:

u(x, y, z, t) =
8

a1a2a3

t∫
0

a1∫
0

a2∫
0

a3∫
0

f(x′, y′, z′, τ)

∞∑
n=1

∞∑
m=1

∞∑
k=1

[
sin
√
λnmkc(t− τ)√
λnmkc

×

× sin
πnx

a1
sin

πnx′

a1
· sin πmy

a2
sin

πmy′

a2
· sin πkz

a3
sin

πkz′

a3

]
dx′dy′dz′dτ.

Явный вид электрической компоненты Esig в цилиндре:

u(ρ, ϕ, z, t) =
4

πr20h

t∫
0

r0∫
0

2π∫
0

h∫
0

f(ρ′, ϕ′, z′, τ)
∞∑
n=1

∞∑
m=0

∞∑
k=1

[
sin
√
λnmkc(t− τ)

√
λnmkc · J ′2

m

(
χ
(m)
n

)×
×cos[m(ϕ− ϕ′)]

1 + δm0
· Jm

(
χ(m)
n

ρ′

r0

)
Jm

(
χ(m)
n

ρ

r0

)
· sin πkz

h
sin

πkz′

h

]
dρ′dϕ′dz′dτ.
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Расчёт через функцию Грина

Рис.: Почти квадратичное нарастание энергии сигнальных мод.
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Улучшенная разностная схема

Рис.: Квадратичное (t1.98) нарастание энергии сигнальных мод.
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Улучшенная разностная схема

Рис.: Электрическая мода в неузловой точке.
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Улучшенная разностная схема

Рис.: Электрическая мода после фильтрации.
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Улучшенная разностная схема

Рис.: Спектр фильтрованной электрической моды.
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Все ссылки

Упоминается в работе:
Разностная схема (Fortran, MPI)
Анимации с поправками и без поправок (видео MP4)
Инструкция к программе и скриптам, строящим анимацию

Осталось за кадром:
Расширенная и дополненная теория (физика)
Метод функции Грина (Fortran, OpenMP)
Улучшенная разностная схема (Fortran, MPI)
Физически значимые результаты
Построение новой схемы методом конечных элементов (теория)
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https://drive.google.com/open?id=1edokJVmHu4ToojJ6KLw0QX-tf_vca4oc
https://drive.google.com/open?id=1Fnx6l9xRjy9xtTZ6o7tykiGX0uMHcqJs
https://drive.google.com/open?id=11yV5lZKH70CAkCGKVRLIzGVb7MZ8gO5L
https://drive.google.com/open?id=14QKI0vDArR1YXDb7b4vdmw0aBD-5YtU9
https://drive.google.com/open?id=1ZWb3uvNqitvYiWeUCEm5MdmT_HxiGMWF
https://drive.google.com/open?id=1PlsO9fX9jyZZ_cPMgoX0LEHRe88Spb7O
https://drive.google.com/open?id=1r7Wtk_tgGd7PXeeDdd4rI3VoB1bh5F29
https://drive.google.com/open?id=1I5P8H8siEG1gH_ha0IN-rOI6DmHPhbV0
https://drive.google.com/open?id=1Pa9Wtrau2H4urwCZRshBkv6imh2HLTcx


Основные итоги

В теоретической части работы:
вывод уравнений Максвелла с поправками
вывод волновых уравнений с поправками
рассмотрение резонансного нарастания мод
применение метода функции Грина в простейших резонаторах

В практической части работы:
построение разностной схемы в параллелепипеде
создание наглядной анимации нелинейного поведения
подтверждение резонансного нарастания сигнальных мод
обнаружение утроенной частоты в спектре электрической
составляющей
расчёт решений через функцию Грина в параллелепипеде
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Дальнейшее развитие

Разработка консервативной разностной схемы — надёжное
моделирование.

Реализация метода конечных элементов.
Расчёт сигнальных мод в цилиндре.
Расчёт сигнальных мод при других модах накачки.
Модели экспериментов для β

α = 7
4 и не только: вклад аксионов

и аксионоподобных частиц.
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Спасибо за внимание.
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Вывод поправок

δS =

∫ (
−1

4
δf + 2αfδf + 2βgδg

)
dΩ =

(
δf = 4Fµν∂µδAν , δg = 4F̃µν∂µδAν , dΩ = dxµdSµ

)
=

∫∫ (
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

) ∂(δAν)

∂xµ
dxµdSµ =

=

∫ (
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAν

∣∣∣∣∣
xµ1

xµ0

dSµ −

−
∫∫

∂

∂xµ

(
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAνdx

µdSµ.
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Вывод поправок

δS = −
∫

∂

∂xµ

(
−Fµν + 8αfFµν + 8βgF̃µν

)
δAνdΩ,

∀ δAν δS ≡ 0 ⇒

∂µ

(
Fµν − 8αfFµν − 8βgF̃µν

)
= 0.

Fµν = ∂µAν−∂νAµ =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Hz +Hy

Ey +Hz 0 −Hx

Ez −Hy +Hx 0

 , F̃µν =
1

2
εαβµνFαβ.
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